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0. INTRODUCCIÓN Y RESUMEN

>TÍTULO DEL TRABAJO:  "En busca de...  la cicloide."
>BREVE RESUMEN: 

   
Somos un grupo de alumnos 4º de E.S.O. que nos hemos animado a esta nueva experiencia. El trabajo que hemos realizado se basa en un estudio de la cicloide, que es una de las curvas más famosas en la historia de las Matemáticas. La curva cicloide se define como la trayectoria que recorre un punto cualquiera de la circunferencia cuando ésta da un giro completo.
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El estudio se ha realizado partiendo de polígonos regulares, al principio de pocos lados y luego de muchos lados: conforme iba creciendo el número de lados más iba pareciéndose el polígono regular a la circunferencia y por lo tanto la trayectoria resultante al rodar más se parecía a la cicloide.

[image: image155.wmf]3

[image: image156.wmf]...

51763809

'

0

15

sen

2

2

º

15

sen

2

24

1

360

sen

1

1

1

=

®

×

=

®

=

®

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

r

r

r

x

[image: image157.wmf]2

3

[image: image158.wmf]2

[image: image2.png]



>ANTECEDENTES E INVESTIGACIONES PREVIAS: 

   
La idea de introducirnos en esta investigación, comenzó en el segundo trimestre de este año escolar.

   
Cada trimestre en clase de matemáticas realizábamos un trabajo de investigación diferente y que era una parte de la nota, por lo que teníamos un plazo para entregarlo. Además de resolverlo era muy importante las aclaraciones complementarias a las operaciones explicando por que lo hacías así.

   
Llegó el día en que se nos repartió el enunciado correspondiente, a partir del cual debíamos ponernos manos a la obra y a nosotros nos tocó uno titulado: Bicicletas de ciencia-ficción. Se extrajo de un libro titulado “Problemas a mí” del profesor Fernando Corbalán. El enunciado era el siguiente:
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Vamos a hacer un poco de ciencia-ficción. Imagínate una rueda cuadrada y fíjate en uno de los vértices. ¿Qué trayectoria sigue al dar la rueda una vuelta? 

Si suponemos que el lado del cuadrado mide 1 metro, ¿qué longitud recorre un vértice en una vuelta completa? 

Puestos a imaginar, podemos pensar lo que pasaría si las ruedas son triángulos equiláteros. Y lo mismo con cualquier otro polígono regular.

   
A partir de esto, se nos dejaba camino libre para imaginar diferentes ruedas con forma de polígonos regulares de distinto número de lados. Casi todos coincidimos en hacer algo parecido con el triángulo, el pentágono, el hexágono, algunos el octógono, e incluso hubo gente que lo hizo con polígonos irregulares como el rectángulo o el rombo...  Además, nos comentó el profesor que la circunferencia era especial: que con una rueda normal, o sea redonda, la trayectoria que salía era la de una curva famosa que se llamaba cicloide entonces todos buscamos en diversos lugares información sobre ella. 


Al final de esta investigación hemos añadido como anexo dos de estos trabajos iniciales.

Dado que los resultados fueron satisfactorios para nuestro instructor, nos comentó la idea de poder participar en un certamen de investigación ampliando las fronteras de lo que ya habíamos hecho en clase estudiando la cicloide: intentando demostrar que era cierto lo que habíamos leído en Internet: que la longitud de la cicloide es 8 veces el radio y que el área que deja debajo es el triple de la del círculo. 

   
Desde entonces con trabajo y esmero hemos intentado sacar adelante este proyecto.

> OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN: 

El objetivo matemático era, como acabamos de comentar, demostrar cómo la longitud de la cicloide es ocho veces más que el radio de la circunferencia y que el área bajo el arco de dicha curva es tres veces la superficie del círculo que la genera. 

Pero hay que aclarar un detalle: en todas las fuentes en las que nos hemos informado utilizaban fórmulas con integrales que nosotros no entendíamos puesto que nosotros no las hemos estudiado (se ven en Bachillerato). Hemos tenido que buscar otro modo para llegar a ellas y por consiguiente el esfuerzo ha sido superior al dar un rodeo a lo “sencillo” pero para nosotros desconocido:

Así que comenzamos a trabajar en este nuevo proyecto buscando demostrar las propiedades de esta curiosa curva, pero aplicando todo lo que hemos aprendido en nuestros años como estudiantes de Matemáticas... y también de informática, pues hemos utilizado los ordenadores para conseguir una precisión total tanto en los gráficos como en aquellos cálculos que serían demasiado largos con papel y lápiz. 

La idea del trabajo era que estudiando los polígonos regulares, podríamos sacar unas reglas generales para calcular así la trayectoria generada por un polígono de cualquier número de lados rodando y el área de debajo.

O sea que se trataba de pensar en la cicloide como una curva que se genera cuando rueda, más que una circunferencia, un polígono regular de muchísimos lados.

Esto requería un pequeño cambio en los trabajos que ya habíamos hecho: ya no fijaríamos la medida del lado de los polígonos sino la del radio del mismo inscrito en una circunferencia. 

Además, otro objetivo fundamental era el de intentar disfrutar haciendo matemáticas. Y pasar un rato entretenido y además aprendiendo junto con los amigos.

> METODOLOGIA EMPLEADA: 

   
El proceso para llegar al resultado final ha sido comenzar a trabajar con polígonos regulares de tres, cuatro, seis, y hasta doce lados que imaginábamos rodando por el suelo. Basándonos en el estudio de las distintas figuras calculamos las medidas que nos interesaban para llegar a la longitud y el área de las correspondientes trayectorias. Así observando los resultados de estas figuras llegamos a unas fórmulas generales que nos sirvieron para poder calcularlo en cualquier polígono, que es lo mismo que un polígono regular de n lados, que es como nosotros le hemos llamado. 

Tras este gran paso en nuestra investigación, la cual no fue nada fácil llegar, calculamos con el programa informático Excel las medidas de un polígono de 24, 48, 96 y 500 lados siendo sus valores casi idénticos a lo que medirían los de la famosa curva. Entonces nos dimos cuenta que habíamos conseguido nuestros objetivos. 

   
A continuación describimos nuestro plan de ataque que sirvió de base inicial:

Al principio dividimos el trabajo en varias partes para repartirlo entre todos. Así nos hemos organizado mejor y hemos participado todos equitativamente, sin olvidarnos de nuestros coordinadores que han sido nuestro profesor, y uno de nosotros. Ellos se han encargado de repartir la tarea semanal de cada uno, que era puesta en común un día por semana (algunas incluso dos), para resolver las posibles dudas y controlar los progresos:

   
Una de nosotras era la encargada de redactar esta presentación reflejando los objetivos, el esfuerzo realizado por todos y las herramientas especiales de las que nos hemos valido, además de papel y bolígrafo. Otro debía recoger curiosidades y propiedades de la cicloide como un complemento a todo lo propiamente matemático. Y hacer un comentario y valoración final recogiendo la opinión de todo el equipo. 


Otra se especializó en trabajar con el programa Cabri II para hacer los dibujos necesarios y así facilitar la explicación de los pasos seguidos. Al final todos hemos aprendido a manejarlo.

   
El resto de los compañeros trabajaron más conjuntamente y se esforzaron por estudiar, al principio, los polígonos regulares de tres, cuatro, seis y doce lados. Por un lado había que calcular la trayectoria descrita por un vértice de cada uno de los polígonos en una vuelta completa; y por el otro el área comprendida. Más tarde, cuando esto ya lo tenían resuelto trataron de buscar una regla general que englobara todo lo calculado anteriormente. Tras dar este enorme paso ya quedaba algo más sencillo, que consistía en hallar el área y la trayectoria de polígonos regulares de muchísimos lados con el programa Excel. 
   
Una vez que ya todos estábamos organizados, nos pusimos manos a la obra desde lo más sencillo a lo más complicado, que ha sido encontrar las reglas generales del área y la trayectoria. Al final, nos hemos saltado en cierta medida lo que fue el reparto inicial, ayudándonos unos a otros y realizando tareas que al principio no nos correspondían. 
> RESULTADOS OBTENIDOS: 

   
Se puede decir que nuestros objetivos se han visto cumplidos y que hemos sido capaces de, más que demostrar, comprobar sin usar integrales, sólo con lo que hemos aprendido en la E.S.O., que las propiedades que leímos de la cicloide eran ciertas: la longitud de la cicloide es ocho veces el radio de la circunferencia que la produce y el área encerrada es tres veces la de dicho círculo. 

En el camino llegamos a unas fórmulas que nos servían para calcular la longitud de la trayectoria descrita por un vértice de un polígono regular de cualquier número de lados. Y también para hallar el valor del área abarcado por la misma en un polígono de n lados.

   
Así mismo, a lo largo de la investigación descubrimos ciertas similitudes que se repiten en todas las figuras trabajadas a partir de las cuales ideamos unas reglas que nos facilitaron el trabajo. Todas ellas se encuentran explicadas detalladamente. 

> BIBLIOGRAFÍA CONSULTADA: 

   
No han sido muchas las fuentes en las que hemos buscado información ya que básicamente el trabajo consistía en investigar y buscar diferentes caminos para buscar esas fórmulas que finalmente logramos encontrar. Aunque sí que es verdad que tanto en el trabajo que hicimos en clase, como en éste, lo primero que hicimos fue buscar información sobre esta fantástica curva para saber sobre qué estábamos trabajando.

Las páginas más visitadas (todas en Internet) fueron:

>> www.ciencianet.com/helena.html en la que obtuvimos datos sobre el suceso acontecido entre Newton y Leibniz.

>> www.axxon.com en la cual la información dada era precisa y entretenida y fue de gran ayuda.

>> http://usuarios.bitmailer.com/edeguzman/GeomatLAb/unacur.htm diseñadas por el señor Miguel de Guzmán. Éste nació en 1936 y estudió filosofía y matemáticas. En su vida se dedicó en especial a las matemáticas y fue profesor y catedrático de Análisis Matemático de la Complutense de Madrid. También fue Académico de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales desde 1982. Además de presidente de la Comisión Internacional de Educación Matemática (ICMI) de 1991 a 1998. Publicó diversos libros técnicos (publicados en importantes editoriales internacionales) y de divulgación ( traducidos al inglés, chino, finlandés, francés y portugués) asimismo fue articulista y conferenciante. Murió hace varias semanas después de una larga vida dedicándose de lleno a todo esto, por ello le hacemos esta breve mención.

>>www.xena.ad en la que encontramos una breve reseña acerca del profesor de matemáticas citado anteriormente.

   Las páginas web visitadas para obtener esta información han sido obtenidas a través del buscador Google.

   Por último la enciclopedia Encarta también la utilizamos, siéndonos útil para las fechas de nacimiento y muerte de los dos matemáticos principales que se han visto involucrados en este espacio.

1. TRAYECTORIAS GENERADAS POR POLÍGONOS REGULARES

En este primer apartado del trabajo iremos estudiando lo que ocurriría con ruedas cuya forma sea un polígono regular: primero con el triángulo equilátero, luego con el cuadrado y el hexágono y por último con el dodecágono. A partir de ese estudio pretendemos deducir qué es lo que ocurriría con polígonos regulares de un número de lados cualquiera.

La idea (ya comentada en la introducción) es la de que un polígono regular de muchísimos lados viene a coincidir (o casi) con la circunferencia. Por ello la trayectoria de un vértice de ese polígono regular de muchísimos lados, rodando, será prácticamente la cicloide.

Se trata de comprobar que su longitud es 8 veces el radio de la rueda.

1.1. LONGITUD DE LA TRAYECTORIA GENERADA POR UN TRIÁNGULO EQUILÁTERO

Imagínate que en vez de tener una bicicleta con ruedas circulares (como las que tiene todo el mundo) te da por poner unas ruedas triangulares, estas ruedas serán un triángulo equilátero en la cual el radio de la circunferencia circunscrita tendrá el valor de 1 metro.

[image: image160.png]


Lo que queremos hallar es la longitud de la trayectoria que describirá uno de los vértices de este triángulo al dar una vuelta y volver a su situación inicial

Para hallar esta trayectoria sólo ha hecho falta girar un triángulo recortado con las tijeras y después dibujar, utilizando el compás, lo que antes hemos comprobado a simple vista. Con ello nos damos cuenta de que en la primera vuelta que damos a nuestro triángulo el vértice dibuja dos arcos iguales. El radio de cada arco descrito coincide con el lado del triángulo.
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Ahora queremos hallar numéricamente la longitud de esos arcos, y para ello sabemos que el radio del triángulo (o de la circunferencia circunscrita) vale 1 m, de ahí deberemos hallar el lado del triángulo que es el radio de los arcos.

                                        [image: image4.png]
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Lo primero que haremos será trazar la altura del triángulo con la cual vemos que es casi el diámetro de la circunferencia que contiene, es más, podemos saber la altura del triángulo ya que sabemos que el centro la divide en dos trozos: uno doble que el otro. Luego la altura es de 3/2. Más aún: vemos que el radio del triángulo, medio lado del triángulo y 1/4 del diámetro forman un triángulo rectángulo (el sombreado en el dibujo de debajo)

Por lo que mediante el Teorema de Pitágoras hallaremos x (lado del triángulo)
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]3
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Una vez conocido el radio del arco, necesitamos conocer su amplitud o la medida del ángulo. Éste coincidirá con el ángulo suplementario al del triángulo:

 180º- 60º = 120º = 1/3 de la circunferencia. Por tanto la longitud de cada arco será:
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf]
Y como tenemos dos tramos iguales, el valor total de la trayectoria será:
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= 7’255197457 metros
Es un valor bastante menor que el valor de la trayectoria de la cicloide: 8. Pero aún así es un valor que se acerca a 8, algo que nos hace pensar que vamos por buen camino. Con los sucesivos polígonos también compararemos para ver si nos vamos acercando a 8.
1.2. LONGITUD DE LA TRAYECTORIA GENERADA POR UN CUADRADO

Vayamos ahora con lo que le pasaría a mi bicicleta si le pongo unas ruedas cuadradas, también de un metro de radio.

Nuestro propósito es averiguar lo que dibujaría el vértice de una bicicleta de ruedas cuadradas de 1 metro de radio.
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Seguimos el procedimiento anterior y obtenemos el siguiente dibujo:

[image: image163.png]


               

Y para trazar esos tres tramos o arcos de la trayectoria se han tenido que tomar los radios de diferentes medidas.
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Lo que se ve es que para el primer y tercer tramo se utiliza el lado del cuadrado como el radio del arco (la medida se toma desde dos vértices contiguos) pero para el tramo del medio se utiliza la diagonal del cuadrado, es decir, el doble del “radio” de la rueda 

Por lo que ahora tendremos que hallar la longitud del lado del cuadrado.
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Llamaremos al lado x y aplicando el Teorema de Pitágoras (ya que entre la diagonal y los dos lados obtenemos un triángulo rectángulo)
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Ya tenemos el lado y como la diagonal también, ahora pasamos a calcular la medida de los arcos

El tramo 1º y el 3º son iguales  por lo que hallaremos el tramo 1º y después lo multiplicaremos por 2. las medidas necesarias son lado del cuadrado = 
[image: image14.wmf]2


Y los ángulos que describe ese arco que es ¼ de circunferencia = 90º
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Entre los dos tramos iguales:
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Y para terminar hay que hallar la longitud del arco del 2º tramo

Las medidas son la diagonal como el radio de la circunferencia = 2m y el ángulo que es de nuevo 90º.
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Ahora pasamos a sumar los tres tramos para hallar el total de la trayectoria
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Este es el valor decimal, y como nuestra investigación va dirigida a observar un acercamiento mediante polígonos regulares a la cicloide vemos que  se acerca el valor de la trayectoria general por un cuadrado de 1 metro de radio, a la trayectoria de la cicloide (circunferencia de radio 1 metro) = 8 veces el radio es decir 8.

1.3. LONGITUD DE LA TRAYECTORIA GENERADA POR UN HEXAGONO REGULAR

Veamos que ocurre con una rueda hexagonal. En éste caso contamos con la ventaja de saber que el radio y el lado de un hexágono miden lo mismo (en este caso un metro)

Seguimos utilizando nuestro método del "ojímetro" para una primera vista y después pasándolo con el compás a ver la trayectoria 
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Y para hacer estos tramos las medidas utilizadas han sido
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En este dibujo podemos ver que los tramos 1º y 5º son iguales, el 2º es igual al cuarto y el 3º libre. Para hallar la longitud de los tramos 1º y 5º el radio del arco es el lado del hexágono, y ese arco es 1/6 de la circunferencia o lo que es lo mismo, tiene una amplitud de 60º:
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Entre los dos tramos iguales:
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El radio del segundo (y del cuarto) tramo será la diagonal (la menor).

                             [image: image23.png]



Para hallar el valor de esta diagonal utilizaremos de nuevo el Teorema Pitágoras, pues nosotros sabemos que el diámetro de este hexágono es 2m (1R+ 1R) y si lo partimos en 4 trozos tendremos un triángulo rectángulo donde podremos sacar la mitad de la diagonal que queremos averiguar

                              [image: image24.png]



Ahora pasamos a hallar esa diagonal.
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(La x será la diagonal a averiguar entera pues al cateto le llamamos ½ de x)

En realidad los cálculos recién realizados no eran necesarios si nos fijamos en que la diagonal buscada coincide con el lado del triángulo inscrito en la circunferencia, que se ha calculados en un apartado anterior (1.1).

Sabiendo esto ya podemos pasar a averiguar lo que recorre ese tramo

también aquí es 1/6 de circunferencia = 60º
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Y ya por ultimo tenemos el tercer tramo cuyo radio es el diámetro o diagonal mayor del hexágono que será 2m.
Y ahora solo nos faltara sumar para hallara la trayectoria completa
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El hexágono nos muestra que la cosa se va acercando a 8, es decir, se ve la tendencia hacia 8, por lo que nuestra tesis se va confirmando.

1.4. LONGITUD DE LA TRAYECTORIA GENERADA POR UN DODECÁGONO REGULAR

Este es el dibujo de la trayectoria del vértice de un dodecágono:
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Se puede ver que, al girar,  el dodecágono utiliza los vértices como apoyo y traza arcos de amplitud 1/12 de la circunferencia, o lo que es lo mismo, arcos de 30 grados.

Como pasa en todos lo polígonos al rodar traza un número de arcos igual al número de lados menos 1, que en este caso serían 11 arcos con la misma amplitud pero con diferente radio. Hay 6 radios diferentes que corresponden con las diagonales y el lado del dodecágono.

                                                                                 Por lo tanto:

· [image: image167.png]
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El 1er radio y el último (11o) son iguales al lado del dodecágono.

· [image: image169.png]


El 2o radio y el 10º son iguales a la primera diagonal del dodecágono.

· El 3er y el 9º son iguales a la segunda diagonal del dodecágono.

· [image: image170.png]


El 4º radio y el 8º son iguales a la tercera diagonal  del dodecágono.

· [image: image171.png]


El 5º radio y el 7º son iguales a la cuarta diagonal del dodecágono.

· [image: image172.png]
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El sexto radio no tiene pareja ya que al tratarse de un polígono con un número par de lados, el número de botes es impar. Este radio es igual a la 5ª diagonal que a su vez es igual al diámetro de la circunferencia circunscrita al                          dodecágono. 

Esto quiere decir que para calcular la medida de la trayectoria que describe un vértice del dodecágono debo calcular cuanto miden las diagonales y el lado de éste.

Lo calcularemos utilizando la trigonometría que recién hemos aprendido este curso. Empiezo por el lado:

[image: image174.wmf]3

Si dibujamos los radios correspondientes a  los extremos del lado al centro de la circunferencia se nos forma un triángulo isósceles con el lado como base y las líneas trazadas como los 2 lados iguales con medida 1 metro. Si trazamos la altura al lado en su punto medio (la apotema del dodecágono) tendremos dos triángulos rectángulos iguales. La hipotenusa es 1, el otro es igual a la mitad del lado (x/2) y el 3º (la apotema) no nos interesa. 

Para saber cuanto mide el ángulo dividimos 360 entre el número de divisiones en este caso 
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. Entonces podemos aplicar las razones trigonométricas y decir que el seno de 15º es igual al cateto opuesto (x/2) dividido por la hipotenusa (1): 
[image: image30.wmf]
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Ya sabemos que el lado del dodecágono (el radio del 1er y ultimo radio de  la trayectoria) mide 0’51763809...

[image: image176.wmf]2

 

· La 1ª diagonal la denominamos r2 por ser el radio del 2º (y del penúltimo) arco de la trayectoria. Coincide con el lado del hexágono inscrito (también de radio 1) y por tanto, tal como se ha visto en el apartado anterior, su longitud es 1. De todos modos, comprobemos que el método anterior también funciona ahora.  La podemos averiguar de la misma forma trazando un triángulo con la diagonal como base y con los radios correspondientes como lados iguales. Volvemos a trazar la bisectriz del ángulo y obtenemos 2 triángulos rectángulos.   

Y para calcular hago lo mismo:

El ángulo será el doble que el anterior:
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. Si a la diagonal la llamamos r2 tendremos una ecuación así:
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Por tanto:
La 1ª diagonal (el radio del 2º arco) mide 1 metro, lo mismo que el radio.

· La 2ª diagonal  la calculo exactamente igual pero esta vez el ángulo es el triple que el 1º.

           Entonces al trazar la altura tendremos de  nuevo 2 triángulos rectángulos con ángulo:
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   Si la diagonal es r3 tendremos la siguiente ecuación: 
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Por otro lado este resultado ya era conocido si tenemos en cuenta que esta diagonal coincide con el lado del cuadrado de lado 1(calculado con anterioridad)

De modo que la 2ª diagonal (el radio del 3er arco) mide 1’414213562...

[image: image178.png]


                      

· La 3ª diagonal o r4  forma otro triángulo isósceles con lados de 1 metro y al trazar la altura tenemos 2 triángulos rectángulos pero el ángulo es el cuádruple que la 1ª:
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      Otra vez hemos partido r4 por la mitad por lo que tenemos r4/2.  Será: 
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    (El seno de 60 es por supuesto 
[image: image38.wmf]2
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y al simplificar queda: r4=
[image: image39.wmf]3

)                              La 3ª diagonal (el radio del 4º arco)mide 1’732050808...  metros

[image: image179.png]


De nuevo se trata de un resultado conocido pues esta diagonal coincide con el lado del triángulo equilátero de radio 1.

· La 4ª diagonal forma un triángulo isósceles como el de la figura que al trazar la altura se convierte en 2 triángulos rectángulos de lados r5/2 y 1m de hipotenusa. El ángulo es 5 veces el primero por lo que tendrá una amplitud de: 
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. Entonces aplicamos las razones trigonométricas para decir que:
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      La 4ª diagonal (radio del 5º y 7º arco) mide 1’931851653. metros.

· [image: image180.png]


La 5ª y última diagonal es igual al diámetro de la circunferencia circunscrita de 1 metro de radio por lo que la 5º diagonal medirá 2 metros.

Comprobemos que también en este caso se cumple:

r6=
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LONGITUD DE LA TRAYECTORIA

La trayectoria estudiada es la suma de 11 tramos. Cada tramo es un arco cuya longitud 
[image: image43.wmf]12
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de la circunferencia, es decir, 
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. De modo que la suma de los 11 arcos será:
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Teniendo en cuenta las medidas de cada radio: 
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 =7’954255106..metros.

La trayectoria medirá 7’954255106...metros


Como esperábamos, la longitud total se sigue acercando cada vez más a 8 metros  

1.5. CONCLUSIONES RESPECTO A LA TRAYECTORIA 

Después de realizar los estudios anteriores, para diferentes polígonos regulares, lo que pasamos a hacer es una observación de nuestros resultados, de las medidas utilizadas para cada caso, de las similitudes entre todos los casos...

- Con relación al número de tramos de cada trayectoria

En cada polígono la trayectoria tiene uno número  de tramos determinado y si cuentas los tramos  resultará que:

  - Polígono de 3 lados -> 2 tramos de trayectoria

  - Polígono de 4 lados -> 3 tramos de trayectoria

  - Polígono de 6 lados -> 5 tramos de trayectoria

  - Polígono de 12 lados -> 11 tramos de trayectoria

De lo que se deduce que si llamamos n al número  de lados del polígono la trayectoria tendrá n - 1 tramos: 

La trayectoria que describe el vértice de un polígono regular se compone de arcos cuyo número es igual al número de lados del polígono menos uno.

- Con relación a la amplitud de cada tramo (arco)

Al fijarnos en los arcos vemos que, en cada caso, recorren un tramo de circunferencia de la misma amplitud:

  - Polígono de 3 lados -> arcos de 120º = 1/3 de la circunferencia (360º)

  - Polígono de 4 lados -> arcos de 90º = 1/4 de la circunferencia (360º)

  - Polígono de 6 lados -> arcos de 60 º= 1/6 de la circunferencia (360º)

  - Polígono de 12 lados -> arcos de 30º = 1/12 de la circunferencia (360º)

Lo que nos da a entender (si seguimos llamando n al número  de lados) que los arcos recorrerán 1/n de la circunferencia en cada tramo o lo que es lo mismo: 

La amplitud de esos arcos es igual a 
[image: image47.wmf]n
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 grados.

- Con relación a los radios de cada arco:

  - Polígono de 3 lados  ->1er radio = lado triángulo

                                      ->2º radio =lado triángulo

  - Polígono de 4 lados  ->1er radio = lado cuadrado

                                      ->2º radio = diagonal cuadrado

                                     ->3er radio =lado cuadrado

  - Polígono de 6 lados   ->1er radio = lado hexágono

                                      ->2º radio = 1ª diagonal hexágono

                                      ->3er radio = 2ª diagonal hexágono

                                      ->4º radio = 3ª diagonal = 1ª diagonal hexágono

                                      ->5º radio = lado del hexágono

  - Polígono de 12 lados   ->1er radio = lado hexágono

    ->2º radio y siguientes = 1ªdiagonal y siguientes diagonales

Los radios de esos arcos coinciden con el lado y con las sucesivas diagonales del polígono regular.

Además observamos que los tramos de todas las trayectorias empiezan y acaban teniendo como radios los lados del polígono, y estos radios son iguales 2 a 2 cogiendo uno del principio con uno del final (se ve muy bien en el hexágono) y el polígono tiene lados pares, la trayectoria tendrá tramos impares y los radios estarán conjuntados dos a dos, todo menos el que queda en el medio

- En cuanto a la longitud total de la trayectoria:

Se observa que cuanto mayor es el número de lados del polígono regular, mayor es el recorrido del vértice aunque nunca llega a 8 metros que, como sabemos por haberlo leído en Internet y en la Encarta es la longitud de la cicloide.

Si consideramos a la circunferencia como un polígono de infinitos lados, ningún otro polígono podrá superarle, ni en número de lados ni por lo tanto en longitud. Intentaremos comprobar que para ese polígono regular de infinitos lados nos da una longitud de 8 m.

2. LONGITUD DE LA TRAYECTORIA GENERADA POR UN POLIGONO REGULAR DE N LADOS

[image: image181.png]Gravedad




Si ahora consideramos que el polígono tiene n lados, es decir, un número cualquiera, lo más evidente es que el número de botes es n-1 como se puede observar en el dodecágono. 

También podemos observar que el lado si lo consideramos el 1er radio se calcula trazando la altura y utilizando las razones trigonométricas (rr.tt.). Vamos a generalizar a partir del dodecágono.

· Lado = radio del 1er tramo: Se ve que el ángulo que hay que conocer para aplicar las rr.tt. se obtiene dividiendo el ángulo central correspondiente a un lado 
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 entre 2. O sea 
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 Pero para esto has tenido que dividir el lado por la mitad así que la fórmula será:
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· [image: image182.png]


1ª diagonal = r2: Se puede observar mas o menos lo mismo que en el dibujo del lado. Pero este ángulo será el doble que el anterior.  La fórmula general será idéntica pero cambiando el ángulo. 
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De ver estos dos ejemplos se puede ver que ​la fórmula va a ser siempre la misma y aunque el ángulo va a cambiar no lo hace de forma caprichosa. El ángulo que aquí obtenemos indica el número de partes en las cuales se parte el ángulo. Pero mirando mas de cerca las 2 ecuaciones generales que hemos obtenido se ve que un radio cualquiera es igual al seno de 180 por el número del radio entre el número de lados:

   radiok
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   . 
Siendo k el número del radio y n el número de lados. La sucesión de radios sería la siguiente.

· r1 = Lado 

· r2 = 1ª diagonal 

· r3 = 2ª diagonal 

· r4 = 3ª diagonal

:

:

:

· rk = (k-1)ª diagonal

:

:

· r(n-1)=(n-2)ª
 diagonal

LONGITUD DE LA TRAYECTORIA 

· La trayectoria seguida por el vértice de un polígono regular de n lados se compondrá de n-1 tramos consecutivos.

· La suma de los tramos será 
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Significa que  la trayectoria es la suma de todos los radios desde el primero hasta el último multiplicados por
[image: image54.wmf]n
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.  Ése es el resultado que utilizaremos en el ordenador para, gracias a la precisión y la rapidez de la hoja de cálculo, comprobar la longitud de la trayectoria de polígonos regulares de muchos lados.

3. COMPROBACIONES Y CÁLCULOS MÁS COMPLEJOS CON EXCEL

En puntos anteriores hemos calculado la longitud de la trayectoria de un vértice cualquiera para polígonos regulares de pocos lados. Esto nos ha permitido sacar la regla general para un polígono regular de N lados.

Al tomar N un valor muy alto, la aproximación de la trayectoria que traza su vértice se aproxima mucho a la cicloide; tanto más cuanto mayor sea N.

Aún usando la calculadora y la fórmula anteriormente descrita, los cálculos son muy pesados, así que recurriremos a los ordenadores, concretamente a las hojas de cálculo de Excel. Este programa nos ayudará primero a comprobar que nuestros cálculos anteriores son correctos y después a aplicar la fórmula sin esfuerzo en polígonos regulares de muchos lados.

Para empezar, partimos de que la trayectoria que traza el vértice elegido está formada en todos los polígonos por una serie de arcos, que son siempre uno menos de los lados de dicho polígono, sabiendo esto sólo queda hacer unas cuantas tablas que sirvan para apoyar todas nuestras afirmaciones anteriores.

La fórmula aplicada en la columna “radios” es la que tenemos para el caso general, lo hemos hecho así para poder aplicar la misma en todas las tablas. La fórmula es 
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 siendo rk el radio correspondiente al arco que ocupa el lugar k y n el número de lados del polígono. Para hallar después la longitud de cada arco hay que calcular 
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 cogiendo para cada arco la longitud de su radio correspondiente. Hecho esto, ya solo queda la suma, que se puede hacer con la fórmula general para hallar directamente la longitud de la trayectoria del vértice, pero como tenemos la longitud de cada arco en la tabla sólo hay que sumarlos y listo.

· TRIÁNGULO: 
Tras la “pequeña” explicación sobre lo que esta escrito en la tabla (copiada de Excel) podemos observar que el vértice de este triángulo traza dos arcos iguales, nos sirve para comprobar que no ha habido errores en cálculos anteriores y que su trayectoria es de 7’25519746... metros. Antes de hacer esta tabla ya sabíamos que los arcos siempre van en parejas, y en el caso de haber arcos impares, hay uno diferente a todos los demás. Para que esto ocurra, el polígono tiene que tener un número de lados par, por lo que después de este ejemplo, será en estos últimos en los que nos centraremos.  
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	N=
	3
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	1,732050808
	
	a
	1
	:
	3,627598728

	
	r
	2
	:
	1,732050808
	
	a
	2
	:
	3,627598728

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,255197


· [image: image183.png]


CUADRADO:
Ahora podemos ver que el vértice del cuadrado traza tres arcos de los que los radios de dos de ellos son iguales al lado y el otro a la diagonal. Su trayectoria se acerca mas al 8 ya que es igual a 7’58447559... metros.

	N=
	4
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	1,414213562
	
	a
	1
	:
	2,221441469

	
	r
	2
	:
	2
	
	a
	2
	:
	3,141592654

	
	r
	3
	:
	1,414213562
	
	a
	3
	:
	2,221441469

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,584476


· [image: image184.png]


HEXÁGONO:

En esta tabla correspondiente al hexágono podemos apreciar de nuevo que hay cuatro radios iguales a pares y un quinto diferente. Su trayectoria se acerca cada vez mas a los ocho metros, ya que es 7’81638893... metros. A partir de este polígono ya se puede asegurar que el radio diferente es 2 en todos los casos y está en el centro, tiene su lógica, porque 2 es el diámetro de la circunferencia en que el polígono está circunscrito, y en una vuelta no puede dibujar dos arcos con ese radio, mientras que con todos los demás hace un arco antes de llegar a ese punto de máxima altura y luego se repiten todos otra vez, solo que empezando al revés.

	N=
	6
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	1
	
	a
	1
	:
	1,047197551

	
	r
	2
	:
	1,732050808
	
	a
	2
	:
	1,813799364

	
	r
	3
	:
	2
	
	a
	3
	:
	2,094395102

	
	r
	4
	:
	1,732050808
	
	a
	4
	:
	1,813799364

	
	r
	5
	:
	1
	
	a
	5
	:
	1,047197551

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,816389


· [image: image185.png]


DODECÁGONO:

En esta ocasión hay diez radios iguales dos a dos y uno diferente. La suma ya se va aproximando bastante al 8 (la longitud de la curva cicloide), puesto que su trayectoria mide 7’95425511... metros. La longitud de la trayectoria se acerca aún más al 8, pero cada vez que aumentamos lo hace en menor medida, lo que hace pensar que esto va a llevar a algún largo número irracional muy cercano al ocho, ya que si ahora, en un polígono de 12 lados se acerca tanto, cuando hagamos algo con cientos de lados, se acercará al ocho, pero sin tocarlo.  

	N=
	12
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	0,51763809
	
	a
	1
	:
	0,27103467

	
	r
	2
	:
	1
	
	a
	2
	:
	0,52359878

	
	r
	3
	:
	1,41421356
	
	a
	3
	:
	0,74048049

	
	r
	4
	:
	1,73205081
	
	a
	4
	:
	0,90689968

	
	r
	5
	:
	1,93185165
	
	a
	5
	:
	1,01151516

	
	r
	6
	:
	2
	
	a
	6
	:
	1,04719755

	
	r
	7
	:
	1,93185165
	
	a
	7
	:
	1,01151516

	
	r
	8
	:
	1,73205081
	
	a
	8
	:
	0,90689968

	
	r
	9
	:
	1,41421356
	
	a
	9
	:
	0,74048049

	
	r
	10
	:
	1
	
	a
	10
	:
	0,52359878

	
	r
	11
	:
	0,51763809
	
	a
	11
	:
	0,27103467

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,954255


· POLÍGONO REGULAR DE 24 LADOS:

En este caso hay 22 radios iguales a pares y un vigésimo tercero diferente. La trayectoria del vértice (7,98857358... metros) se acerca más todavía a ese repetitivo 8 que es la longitud de la cicloide, hay poco más que comentar, así que mejor seguir con otro ejemplo para ver a donde lleva esta cantidad de sopas de números.

	N=
	24
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	0,261052384
	
	a
	1
	:
	0,068343354

	
	r
	2
	:
	0,51763809
	
	a
	2
	:
	0,135517335

	
	r
	3
	:
	0,765366865
	
	a
	3
	:
	0,200372577

	
	r
	4
	:
	1
	
	a
	4
	:
	0,261799388

	
	r
	5
	:
	1,217522858
	
	a
	5
	:
	0,318746739

	
	r
	6
	:
	1,414213562
	
	a
	6
	:
	0,370240245

	
	r
	7
	:
	1,586706681
	
	a
	7
	:
	0,415398838

	
	r
	8
	:
	1,732050808
	
	a
	8
	:
	0,453449841

	
	r
	9
	:
	1,847759065
	
	a
	9
	:
	0,483742192

	
	r
	10
	:
	1,931851653
	
	a
	10
	:
	0,50575758

	
	r
	11
	:
	1,982889723
	
	a
	11
	:
	0,519119315

	
	r
	12
	:
	2
	
	a
	12
	:
	0,523598776

	
	r
	13
	:
	1,982889723
	
	a
	13
	:
	0,519119315

	
	r
	14
	:
	1,931851653
	
	a
	14
	:
	0,50575758

	
	r
	15
	:
	1,847759065
	
	a
	15
	:
	0,483742192

	
	r
	16
	:
	1,732050808
	
	a
	16
	:
	0,453449841

	
	r
	17
	:
	1,586706681
	
	a
	17
	:
	0,415398838

	
	r
	18
	:
	1,414213562
	
	a
	18
	:
	0,370240245

	
	r
	19
	:
	1,217522858
	
	a
	19
	:
	0,318746739

	
	r
	20
	:
	1
	
	a
	20
	:
	0,261799388

	
	r
	21
	:
	0,765366865
	
	a
	21
	:
	0,200372577

	
	r
	22
	:
	0,51763809
	
	a
	22
	:
	0,135517335

	
	r
	23
	:
	0,261052384
	
	a
	23
	:
	0,068343354

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,988573583


· POLÍGONO REGULAR DE 48 LADOS:

Ahora cogemos un polígono regular con el doble de lados que el anterior para ver en cuanto aumenta la longitud de la trayectoria:

	N=
	48
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	0,130806258
	
	a
	1
	:
	0,017122499

	
	r
	2
	:
	0,261052384
	
	a
	2
	:
	0,034171677

	
	r
	3
	:
	0,390180644
	
	a
	3
	:
	0,051074527

	
	r
	4
	:
	0,51763809
	
	a
	4
	:
	0,067758668

	
	r
	5
	:
	0,642878931
	
	a
	5
	:
	0,084152655

	
	r
	6
	:
	0,765366865
	
	a
	6
	:
	0,100186288

	
	r
	7
	:
	0,88457738
	
	a
	7
	:
	0,115790908


	
	r
	22
	:
	1,982889723
	
	a
	22
	:
	0,259559658

	
	r
	23
	:
	1,995717846
	
	a
	23
	:
	0,261238855

	
	r
	24
	:
	2
	
	a
	24
	:
	0,261799388

	
	r
	25
	:
	1,995717846
	
	a
	25
	:
	0,261238855

	
	r
	26
	:
	1,982889723
	
	a
	26
	:
	0,259559658


	
	r
	41
	:
	0,88457738
	
	a
	41
	:
	0,115790908

	
	r
	42
	:
	0,765366865
	
	a
	42
	:
	0,100186288

	
	r
	43
	:
	0,642878931
	
	a
	43
	:
	0,084152655

	
	r
	44
	:
	0,51763809
	
	a
	44
	:
	0,067758668

	
	r
	45
	:
	0,390180644
	
	a
	45
	:
	0,051074527

	
	r
	46
	:
	0,261052384
	
	a
	46
	:
	0,034171677

	
	r
	47
	:
	0,130806258
	
	a
	47
	:
	0,017122499

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,99714401


Y obtenemos que mientras que hemos doblado los lados del polígono la longitud de su trayectoria no llega a crecer ni siquiera un centímetro, por lo que empezamos a ver que al ocho no vamos a llegar, esto es una demostración más que segura para apoyarnos, pero haremos un par de ejemplos más para llegar a hacer esas tablas que queríamos hacer con polígonos de muchos lados.
POLÍGONO REGULAR DE 96 LADOS:

Esta tabla tiene 95 filas y ocupa dos hojas, así que solo pondremos una sección del principio, otra del medio y otra del final:

	N=
	96
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	
	arcos

	
	r
	1
	:
	0,065438166
	
	a
	1
	:
	0,004282918

	
	r
	2
	:
	0,130806258
	
	a
	2
	:
	0,00856125

	
	r
	3
	:
	0,196034281
	
	a
	3
	:
	0,012830414

	
	r
	4
	:
	0,261052384
	
	a
	4
	:
	0,017085839

	
	r
	5
	:
	0,325790947
	
	a
	5
	:
	0,021322968

	
	r
	6
	:
	0,390180644
	
	a
	6
	:
	0,025537263

	
	r
	7
	:
	0,454152526
	
	a
	7
	:
	0,029724213

	
	r
	8
	:
	0,51763809
	
	a
	8
	:
	0,033879334

	
	r
	9
	:
	0,580569355
	
	a
	9
	:
	0,037998175

	
	r
	10
	:
	0,642878931
	
	a
	10
	:
	0,042076328

	
	r
	11
	:
	0,704500096
	
	a
	11
	:
	0,046109423

	
	r
	12
	:
	0,765366865
	
	a
	12
	:
	0,050093144


	
	r
	45
	:
	1,990369453
	
	a
	45
	:
	0,130269376

	
	r
	46
	:
	1,995717846
	
	a
	46
	:
	0,130619428

	
	r
	47
	:
	1,998929175
	
	a
	47
	:
	0,130829609

	
	r
	48
	:
	2
	
	a
	48
	:
	0,130899694

	
	r
	49
	:
	1,998929175
	
	a
	49
	:
	0,130829609

	
	r
	50
	:
	1,995717846
	
	a
	50
	:
	0,130619428

	
	r
	51
	:
	1,990369453
	
	a
	51
	:
	0,130269376


	
	r
	84
	:
	0,765366865
	
	a
	84
	:
	0,050093144

	
	r
	85
	:
	0,704500096
	
	a
	85
	:
	0,046109423

	
	r
	86
	:
	0,642878931
	
	a
	86
	:
	0,042076328

	
	r
	87
	:
	0,580569355
	
	a
	87
	:
	0,037998175

	
	r
	88
	:
	0,51763809
	
	a
	88
	:
	0,033879334

	
	r
	89
	:
	0,454152526
	
	a
	89
	:
	0,029724213

	
	r
	90
	:
	0,390180644
	
	a
	90
	:
	0,025537263

	
	r
	91
	:
	0,325790947
	
	a
	91
	:
	0,021322968

	
	r
	92
	:
	0,261052384
	
	a
	92
	:
	0,017085839

	
	r
	93
	:
	0,196034281
	
	a
	93
	:
	0,012830414

	
	r
	94
	:
	0,130806258
	
	a
	94
	:
	0,00856125

	
	r
	95
	:
	0,065438166
	
	a
	95
	:
	0,004282918

	
	r
	96
	:
	2,4503E-16
	
	a
	96
	:
	1,60372E-17

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,99928604


Se ha elegido así por la simple razón de que se puedan apreciar la igualdad a pares de los radios, que es simétrica hacia arriba y hacia debajo de la tabla si partimos de r48 que hay en el centro de la tabla, por lo que este polígono tiene 47 pares de diagonales iguales entre si y una diferente, que en todos los casos que hasta ahora hemos analizado (exceptuando el triángulo, puesto que el número de diagonales que tiene es par, por lo que no cabe una diferente) es 2. Aunque hemos multiplicado por dos el número de lados respecto al polígono anterior, el resultado de la suma sube poco más de una centésima llegando a 7´99928604.

· POLÍGONO REGULAR DE 500 LADOS:

Pondremos éste como ejemplo más grande, pero como en el caso anterior recortado debido a su tamaño:

	N=
	500
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	radios
	 
	 
	 
	
	arcos
	 
	 
	 

	
	r
	1
	:
	0,012566288
	
	a
	1
	:
	0,000157913

	
	r
	2
	:
	0,02513208
	
	a
	2
	:
	0,000315819

	
	r
	3
	:
	0,037696879
	
	a
	3
	:
	0,000473713

	
	r
	4
	:
	0,050260191
	
	a
	4
	:
	0,000631588

	
	r
	5
	:
	0,062821518
	
	a
	5
	:
	0,000789438

	
	r
	6
	:
	0,075380365
	
	a
	6
	:
	0,000947258

	
	r
	7
	:
	0,087936237
	
	a
	7
	:
	0,001105039

	
	r
	8
	:
	0,100488636
	
	a
	8
	:
	0,001262777

	
	r
	9
	:
	0,113037069
	
	a
	9
	:
	0,001420466

	
	r
	10
	:
	0,125581039
	
	a
	10
	:
	0,001578098


	
	r
	248
	:
	1,999842088
	
	a
	248
	:
	0,025130757

	
	r
	249
	:
	1,999960522
	
	a
	249
	:
	0,025132245

	
	r
	250
	:
	2
	
	a
	250
	:
	0,025132741

	
	r
	251
	:
	1,999960522
	
	a
	251
	:
	0,025132245

	
	r
	252
	:
	1,999842088
	
	a
	252
	:
	0,025130757


	
	r
	490
	:
	0,125581039
	
	a
	490
	:
	0,001578098

	
	r
	491
	:
	0,113037069
	
	a
	491
	:
	0,001420466

	
	r
	492
	:
	0,100488636
	
	a
	492
	:
	0,001262777

	
	r
	493
	:
	0,087936237
	
	a
	493
	:
	0,001105039

	
	r
	494
	:
	0,075380365
	
	a
	494
	:
	0,000947258

	
	r
	495
	:
	0,062821518
	
	a
	495
	:
	0,000789438

	
	r
	496
	:
	0,050260191
	
	a
	496
	:
	0,000631588

	
	r
	497
	:
	0,037696879
	
	a
	497
	:
	0,000473713

	
	r
	498
	:
	0,02513208
	
	a
	498
	:
	0,000315819

	
	r
	499
	:
	0,012566288
	
	a
	499
	:
	0,000157913

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	suma:
	
	
	
	7,99997368


 Se puede apreciar que este también tiene la mitad de sus diagonales menos una (la diferente) iguales a pares, así que tiene 249 pares de diagonales iguales, y por lo tanto de arcos también, siendo la diagonal diferente 2, que es la mayor del polígono, que coincide con el diámetro de la circunferencia en que está inscrito. Esta vez hemos multiplicado el número de lados por algo más de cinco, y la longitud de la trayectoria aumenta poco más de medio milímetro, así que todo confirmado, podemos ASEGURAR que:

· CICLOIDE:
La longitud de la cicloide es 8 veces la longitud del radio de la circunferencia que la genera.  

4. CALCULO DE AREAS

Ahora lo que queremos calcular es el área bajo la trayectoria descrita por un polígono regular de 3, 4, 6 y 12 lados de radio uno. 

4.1. AREA DETERMINADA POR UN TRIÁNGULO EQUILATERO RODANDO POR EL SUELO

[image: image58.png]



Esta figura la podemos dividir en el área de dos sectores circulares(A1 y A3) que además coincide que son iguales entre ellos, y el área de un triángulo. Empezaremos hallando el área de los sectores:

A1 y   A3 se forman al recorrer 
[image: image59.wmf]3

1

 de la circunferencia de radio el lado de la figura, es decir, recorre 120º de una circunferencia con radio
[image: image60.wmf]3

 estando el cálculo de este radio en el apartado 1.1 del trabajo. Así que la superficie es:
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El área de  cada sector es de 
[image: image62.wmf]p

m2.

Ahora procedemos a hallar el área de A2:

La base es una vez el lado del triángulo inicial, es decir, 
[image: image63.wmf]3

. Los otros dos lados miden lo mismo que este, pero se comprueba viendo que cada uno de estos lados es el radio de la circunferencia que ha descrito el sector A1 y A3 es 
[image: image64.wmf]3

. 

Para hallar el área necesitamos la altura, que por medio de Pitágoras la sacamos.

[image: image186.png]



Al ser un triángulo equilátero sabemos que la altura se apoya justo en el punto medio de la base. La ecuación es la siguiente:
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Hay otra manera de hallar esta altura, teniendo en cuenta que se trata del mismo triángulo inicial, el radio es 1 metro y que el centro del triángulo divide a la altura en dos tramos uno el doble que el otro, siendo el más grande el radio:
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Entonces el área es:
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El área de este triángulo es 
[image: image68.wmf]4
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El área total de la trayectoria será la suma de las tres zonas:
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4.2. AREA DETERMINADA POR UN CUADRADO RODANDO

[image: image70.png]



Esta figura la podemos dividir en el área de tres sectores circulares(A1, A3 y A5) coincidiendo que A1 y A5 son iguales; y formado por el área de dos triángulos(A2 y A4) que también coincide que son iguales entre sí.

A1, A3 y A5 se forman al recorrer 
[image: image71.wmf]4

1

 de una circunferencia, es decir, recorre 90º de una circunferencia. 

La circunferencia que forma el sector A1 y A5  tiene el radio de
[image: image72.wmf]2

, ya que es el lado del cuadrado del cual se ha formado la superficie que estamos hallando. Por lo tanto el área de cada uno de estos sectores será:
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La circunferencia que forma el sector A3 tiene el radio de 2 metros ya que coincide que es la diagonal del cuadrado, o sea, el doble del radio. El área de este sector será:
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p

p

p

=

×

=

×

=

×

×

4

4

4

º

360

º

90

2

2

r

r


El triángulo A2(que es igual que A4)es un triángulo rectángulo cuya base y altura coincide con el lado del cuadrado que genera la figura, por lo tanto la longitud de la base y altura es 
[image: image75.wmf]2
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[image: image188.png]iz
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Por lo tanto el área de cada uno de estos triángulos será: 
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El área total bajo la trayectoria descrita será la suma total de cada sector:
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4.3. AREA DETERMINADA POR UN HEXAGONO REGULAR RODANDO


[image: image80.png]



Esta figura esta formada por cinco sectores circulares(S1,S2,S3,S4 y S5) en el que coinciden que S1 es igual que S5 y que S2 es igual que S4; y también esta formado por cuatro triángulos(T1, T2, T3 y T4) en el que coinciden que T1 es igual que T4 y T2 es igual que T3.


Los sectores se forman al recorrer 1/6 de la circunferencia, es decir, 60º; cuyo radio ya conocemos.


En S1 el radio de la circunferencia coincide con el lado del hexágono, es decir un metro, así que el área de este sector será
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En S2 el radio es la primera diagonal del hexágono que ya conocemos por lo tanto:
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En S3 el radio es la segunda diagonal que es el diámetro de la circunferencia que es 2. La superficie sera:
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Como ya hemos dicho anteriormente S4 es igual que S2 y S5 es igual que S1 por lo que sus áreas serán 
[image: image84.wmf]2

p

 y 
[image: image85.wmf]6

p

 respectivamente.


Los triángulos T1 y T4 no son triángulos rectángulos pero podemos observar en el dibujo que con medio de Pitágoras podemos hallar la altura externa del triángulo:
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Los triángulos T2 y T3 son rectángulos siendo la base el lado del hexágono, es decir, 1 metro y la altura es el radio de S2 que es 
[image: image87.wmf]3

. El área será:
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La suma total de los sectores y los triángulos nos dará el area total de la superficie entre la trayectoria y la horizontal:
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4.4. AREA DETERMINADA POR EL GIRO DE UN DODECÁGONO REGULAR 


Vamos ahora a intentar calcular el área barrida por el giro de un dodecágono


Esta figura está formada por once sectores circulares S1,  S2,  S3,  S4,  S5,  S6,  S7,  S8,  S9,  S10 y S11,   (siendo entre ellos: S1 = S11,  S2 = S10,   S3 = S9,   S4 = S8, S5 = S7  y  S6  que queda en el centro sin pareja) y también por diez triángulos , siendo entre ellos:
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LOS SECTORES:

El área formada por la suma de sectores se puede hallar:
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 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]+

×

12

2

5

r

p
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 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]+

×

12

2

9

r

p
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Por tanto el área de los sectores se halla teniendo en cuenta los sucesivos radios de los distintos sectores hallados en apartados anteriores, que son:
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Sustituyendo en la fórmula anterior:
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Teniendo en cuenta las fórmulas trigonométricas fundamentales:
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De modo que la superficie formada por los sectores es:
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También es posible hallar esta superficie de otro modo que facilitará luego la deducción de la fórmula general para n lados teniendo en cuenta de nuevo las razones trigonométricas fundamentales y las equivalencias entre senos y cosenos de distintos ángulos:
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Se observa que al relacionar los distintos valores de los radios con trigonometría se obtiene el valor numérico de la suma de estos radios, que se podrá introducir en la fórmula hallada anteriormente:
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LOS TRIÁNGULOS:

En cuanto a los triángulos, si nos fijamos ya tenemos calculadas las longitudes de todos sus lados: 

· Nos encontramos que en todos ellos la base coincide con el lado del dodecágono. 

· Y los otros dos lados coinciden con dos de los radios de los sectores estudiados hace poco.

La superficie de cada triángulo se puede hallar mediante la  fórmula de Herón (el profesor nos contó de su existencia) que sirve para hallar el área de un triángulo a partir de sus lados:
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siendo a, b y c los lados y p el semiperímetro del triángulo. 

Si llamamos a, b y c a los tres lados de cada triángulo:

- Para el primer triángulo T1 :  
a = lado = r1 ,  b = r1 , c = r2 
- Para el segundo triángulo T2 :  
a = lado = r1 ,  b = r2 , c = r3 
- Para el tercer triángulo T3 :  
a = lado = r1 ,  b = r3 , c = r4 
…

…

…

…

- Para el último triángulo T10 :  
a = lado = r1 ,  b = r10 , c = r11 

Vamos a intentar generalizar: hay 10 triángulos y al área de cada uno, aplicando la fórmula de Herón será:
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siendo
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O sea que muy complicado … si no fuese por que tenemos al ordenador y al programa Excel para que nos haga todas las operaciones.


Eso es lo que hicimos y el resumen de todos los resultados (que está en el apartado 5 del trabajo) es que la suma de las áreas de los 10 triángulos es una suma de diez números con muchos decimales que da como resultado ¡exactamente! 3 m²:


En resumen:

A TOTAL =  S SECTORES + S TRIÁNGULOS = 2π + 3 = 9,283183 m²

5. AREA DETERMINADA POR UN POLIGONO REGULAR DE N LADOS RODANDO

Como hemos podido observar en los polígonos anteriores, la suma total del área es la suma del área de los sectores circulares y de los triángulos que se forman entre los sectores.

A TOTAL =  S SECTORES + S TRIÁNGULOS = SS + ST
También hemos podido observar que siempre hay un sector menos que los lados del polígono, es decir, siempre hay n-1 sectores. 

SS= S1+ S2+ S3+ S4+ S5...+Sn-1

E igualmente hemos deducido que hay un triángulo menos que el numero de sectores, es decir, dos triángulos menos que el número de lados del polígono, siempre hay n-2 triángulos.

ST=T1 + T2 + T3 + T4 +.....+Tn-2

Así que de forma más general es:
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El área de cada sector será:
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” el radio del sector correspondiente y “
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” el número de lados del polígono.

El área de cada triángulo la hallaremos aplicando la fórmula de Herón, 
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, que ha sido explicada anteriormente. Los valores de los tres lados para cada triángulo 
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 serán:

· “a” =
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, que a su vez es el lado del polígono

· “b”=
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· “c”=
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· “p” = la mitad del perímetro:
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Por lo tanto:
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Esto ha sido deducido y sacado como conclusión después de haber realizado las áreas de la trayectoria del triángulo, cuadrado... y sobre todo del dodecágono.

También hemos podido observar que la suma de los sectores siempre da 
[image: image127.wmf]p

2

. Este detalle ha sido lo último que nos ha intrigado y hemos discurrido hasta que por fin hemos sabido encontrar el motivo:


Hemos podido observar que la suma de los sectores (
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) siempre da 2π. Pero, ¿por qué? Lo vamos a demostrar con un polígono de "n" lados.

El área de cada sector será:
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, así que, la suma total de sectores será 
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Considerando "n" un número par, n-1 será impar. Así que el número de sectores será impar. En la suma de sectores habrá un elemento central y los demás se repetirán de modo análogo al caso del dodecágono. El radio del  sector central será 
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que siempre será la diagonal  mayor del polígono de n lados, es decir, dos veces el radio:
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Si llamamos 
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 al ángulo de cada sector, que sabemos que es siempre el mismo, 
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Podemos observar que mediante la relación trigonométrica fundamental 
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, podemos reducir lo anterior para así poder demostrar que la suma de los sectores da 
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De esto se puede deducir que la suma  de 
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, también es igual a cuatro; y así sucesivamente hasta la suma de 
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Habrá c sumas que den 4, es decir, habrá 
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 veces 4.


Así que la suma total de los sectores será:
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Y con esto queda demostrado que los sectores que aparecen en el rodamiento de un polígono regular cualquiera (de radio 1 m) suman siempre un área de 2π  m2.  Es un resultado que nos llamó mucho la atención desde que vimos con Excel que era así y creímos que no sabríamos demostrar sin las integrales u otras cosas que nosotros no sabemos hacer. Cuando lo conseguimos nos pareció lo más difícil de toda la investigación.

Para el cálculo del área correspondiente a un polígono regular con un número de lados “n” muy elevado utilizaremos de nuevo el ordenador y, más concretamente, la hoja de cálculo Excel e iremos comprobando como el área sale cada vez mayor y se va aproximando al valor de 3π = 9,424778 o sea al triple del área del círculo de radio 1.

6. COMPROBACIONES Y CÁLCULOS MAS COMPLEJOS CON EXCEL

http://www.pnte.cfnavarra.es/~iesozizu/departamentos/matematicas/cicloide/areas.xls

Con este último ejemplo del área determinada por la trayectoria de 96 lados acabamos nuestras comprobaciones con Excel. Todos estos ejercicios realizados nos han servido más que para una simple comprobación de los resultados obtenidos del trabajo hecho sin el ordenador: con él hemos podido realizar cálculos de polígonos de muchísimos lados con lo que poder confirmar nuestra teoría. Nos ha ayudado a ese acercamiento a la cicloide ya que hemos podido realizar cálculos muy complejos y costosos de realizar a mano.

Gracias al ordenador sabemos que efectivamente el área barrida por la cicloide es el triple de la del círculo que la genera.

Para sacar adelante estas conclusiones se ha tenido antes que hacer algunas averiguaciones. Estas tablas de Excel se han podido llevar a cabo por la resolución de la fórmula del valor de los radios con la que adjuntando el numero de lados del polígono estos cálculos nos saliesen:

rk
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Y también nos ha sido imprescindible las fórmulas de las áreas para un polígono de n lados que son bastante difíciles:
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

+

-

×

-

×

-

×

=

k

k

k

r

p

r

p

r

p

p

T

 , donde 
[image: image153.wmf]2

1

1

+

+

+

=

k

k

r

r

r

p



7. CURIOSIDADES SOBRE LA CICLOIDE.

     
Esta famosísima curva ha dado que hablar a muchos matemáticos durante la historia. El suceso más célebre tuvo lugar en el S.XVII entre un científico que puede ser considerado el más importante de la historia, que es Newton y otro genio matemático llamado Leibniz.                                                              

     
Newton nació en el año 1642 en Woolsthorpe, Inglaterra  y desde crío fue un gran genio. A lo largo de su vida realizó importantes descubrimientos en diversos campos de la ciencia contribuyendo enormemente al avance de la humanidad. Entre sus múltiples aportaciones destacan: el descubrimiento de la fuerza de la gravedad; inventó el calculo integral y así creó las matemáticas avanzadas; fundó la óptica y consiguió descomponer la luz. Y esto sólo es una mínima parte de lo que  él estudió, ya que un día, al irse a misa su despacho se incendió y solo se salvo una pequeña porción de todo lo que había, que sin embargo ha sido un grandísimo paso para la ciencia en general. Falleció en 1727.

   

Isaac Newton.                             Gottfried Wilhelm Leibniz.

     
Por otro lado está Leibniz, que nació en Leipzig, Alemania, en 1646. Era hijo de un profesor de universidad. Este hombre tocó además de las matemáticas los campos de la historia, las leyes, la lengua, la teología, la física y hasta la filosofía. Su importancia viene dada porque al igual que Newton, descubre el cálculo infinitesimal. Además fue continuador de las teorías de Descartes, que creía en sustancias corporales y espirituales, creyendo él sólo en las primeras. También contribuyó con aportaciones al cálculo mecánico, álgebra... Y falleció en Hannover en 1716.
Johan Bernoulli

     
Ambos fueron contemporáneos y protagonizaron una intensa rivalidad. Es muy conocido el episodio que los enfrentó con la cicloide como fondo de la cuestión.  Todo comenzó en 1696 cuando Johan Bernoulli planteó a los matemáticos de la Royal Society dos dificilísimos problemas. Se trató de una especie de concurso en el que el promotor ofreció como premio a quien consiguiera resolverlos un libro científico de su biblioteca personal. Para esa época era algo muy valioso, porque aunque los miembros de dicha sociedad eran grandes portentos, ninguno se había enriquecido a costa de ello y por lo tanto no podían comprarlo.

     
El primer problema tenía como enunciado determinar la braquistócrona, es decir, la curva que tiene el descenso más rápido. Queriendo decir que si un punto se desplaza  en caída desde un punto alto, A, hasta otro más bajo, B, qué curva sería por la que más rápido llegara a su destino.



  Camino más rápido entre A y B.....                           Para determinar la braquistócrona.

Algunos de los participantes fueron: Robert Hooke, descubridor de la célula; Sir Edmond Halley, astrónomo, físico y matemático que descubrió el cometa designado con su nombre; Gottfried Leibniz y otros muchos más. Pero debemos destacar la ausencia de Newton que no se enteró.

En los seis meses de plazo para resolverlos, ninguno encontró la solución de los dos problemas, únicamente Leibniz fue capaz de resolver el primero demostrando que la curva buscada era ni más ni menos que la cicloide.

A pesar de extender el plazo a un año más con la esperanza de que alguien consiguiera solventar el segundo, volvió a fracasar. Molesto, Leibniz sugirió a Bernoulli que pidiera auxilio a Newton. Y así lo  hizo. El veintinueve de enero de 1697 Halley visitó a Newton y le entregó los dos problemas, a lo que éste le contestó que "luego les echaría una ojeada ". Y sorprendentemente a las cuatro de la mañana del día siguiente los tenía listos, habiendo sido motivo de ocupación durante más de un año a los miembros de la Royal Society.

Sus soluciones eran elegantes, claras, breves, entretenidas, generales... perfectas.

Por esta razón Bernoulli impresionado ante su veloz y magnífica respuesta  dijo no haber tenido dificultad en reconocer su autor con la famosa expresión: "reconozco las garras del león ".

Para su resolución utilizó el calculo integral y diferencial... y finalmente encontró el desenlace del segundo problema también en  la Helena de los geómetras, como ellos mismos llamaron a esta maravillosa curva a la que hemos dedicado nuestro trabajo de investigación.

     Otra famosa propiedad de la cicloide, además de la citada anteriormente y a la que ya habíamos aludido en la introducción es la tautocronía. Quiere decir que si un punto se desplaza a lo largo de la curva invertida, en caída libre, llegará al punto mínimo de la curva en un tiempo que no depende de la altura de donde partió. Abreviando da igual de donde empiecen a caer dos puntos diferentes porque llegarán a la  vez.

En resumen, esta famosísima y útil curva es a la que hemos dedicado nuestro trabajo y esfuerzo, y a la que importantes pensadores de distintas épocas le dedicaron horas y a la que muchos otros se las dedicarán.

8. CONCLUSIONES Y VALORACIONES FINALES.

En primer lugar debemos de sentirnos satisfechos de que nuestros fines se han visto resueltos tal y como nosotros pensábamos que iba a ser. Puede parecer que lo más costoso haya sido llegar a la conclusión de que el valor de la cicloide se aproxima a ocho veces el radio y que el área comprendida es tres veces el de la circunferencia. Pero no ha sido así. Lo que más tiempo ha llevado ha sido pasar el trabajo al ordenador y ultimar los pequeños detalles y fallos cometidos al  transcribirlo.

De hecho, no hemos tenido tiempo para repasar bien los fallos y dejar todas las partes con el mismo estilo pues hemos terminado a contrarreloj.


Además, surgió la curiosidad de saber por qué la suma de los sectores del espacio situado dentro de la trayectoria es 
[image: image154.wmf]p
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. Creímos que no seríamos capaces de hallarlo con nuestros conocimientos, sino empleando integrales que nosotros aún no conocemos. Sin embargo al final lo hemos podido demostrar. Todo fue gracias a observar un pequeño detalle que descubrimos a última hora en el estudio del dodecágono. 


En lo referido a los dibujos que han ilustrado el trabajo, han sido realizados con el programa Cabri II que nos ha permitido también hacer dibujos móviles para poder observar el movimiento de un vértice de los diferentes polígonos trabajados. Debido a que en el papel no se puede mostrar, hemos preparado una página web que está en el CD que acompaña al trabajo y que ya hemos colocado en Internet en la página del Instituto(no ponemos aquí la dirección por que las normas del concurso dicen que no hay que poner nuestros datos en el trabajo). 

En segundo lugar también es preciso señalar que nuestro objetivo fundamental, que consistía en disfrutar realizando este proyecto, no se ha conseguido totalmente por varios motivos. Uno de ellos ha sido la falta de tiempo. Comenzamos a trabajar en serio ya a mediados del segundo trimestre y además creímos que sería más corto y sencillo de lo que al final resultó ser. Todo ello hizo  que tuviéramos que apresurarnos para acabarlo. Entonces se nos junto con los exámenes finales y el disfrute se convirtió en prisas, y a veces un poco de agobio porque nuestro empeño y ganas querían acabarlo y no dejarlo a medias, lo que nos habría supuesto una pequeña derrota personal en parte por la excesiva confianza inicial.

A pesar de ello el trabajo ha supuesto una nueva experiencia en todos nosotros que nunca antes habíamos conocido. Además el trabajo en grupo ha sido gratificante y nos ha servido para  conocernos mejor y emplear nuestro tiempo libre en algo provechoso y que a todos nos hacía ilusión. No pensando en el premio que lo consideramos algo secundario, sino en el simple hecho de haber llegado hasta aquí.

En general, éstas son nuestras opiniones que se han ido manifestando durante nuestros meses de trabajo, que a veces han sido momentos optimistas y otros, no tanto. Pero finalmente el resultado obtenido nos ha convencido de que el trabajo realizado ha merecido la pena y  por lo que estamos muy orgullosos.

9. ANEXO: Trabajos iniciales que fueron el punto de partida del trabajo
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